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MATEMATYKA.
Zadania maturalne — poziom rozszerzony.

o ok~ w

. Liczby, zbiory, wartos¢ bezwzgledna.

o . . 1 172 81"-/3
Poréwnaj liczby a° oraz b*, gdzie a:{(z_ﬁﬁ+(2+\/§ﬁ} , b:m,

Rozw: a”>b?. [MRI2009/4pkt]
1
= 2
Oblicz warto$¢ wyrazenia: | (1,3)™ (%} * |- cos120° +%-(_ %j -19225° Rozw: 0. [MR/4pkt]

Uzasadnij, ze 61'° <18**. [MR/3pkt]

Uzasadnij, ze liczba 1005 2 jest niewymierna. [MR/5pkt]

Wykaz, ze wyrazenie 29° —15° jest podzielne przez 14. [MR/3pkt]

Uzasadnij, ze dla kazdej liczby catkowitej k liczba k°® —2k* +k? jest podzielna przez 36.

[MRV2011/4pki]

Uzasadnij, ze jezeli dwie rozne liczby naturalne m i n przy dzieleniu przez 7 maja takie same
reszty, to roznica kwadratow liczb m i n jest podzielna przez 7. [MR/3pkt]

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m dla ktorych czes¢ wspolna przedziatow (— oo;m® + 3>

oraz <3m2 +m;+0) (gdzie meR ) jest zbiorem jednoelementowym. Rozw: me {~11,3}
[MR/3pkt]
Wykaz, 7¢ 642 +1/6+4J2 =4. [MR/3pk]

10. Oblicz: \/198—140\/5 +\/198+140\/§. Rozw: 20. [MR/3pkt]

11. Wykaz, ze prawdziwa jest rownosé: 3/9++/80 +3/9—+/80 =3.  [MRVI2013/4pkt]

20
12. Rozwiaz rownanie  |[X+3+|x—1=x+18. Rozw: Xe {— 3 ;16}. [MR/4pki]

11
13. Rozwigz rownanie: |2x —3 —|x+2|=8—4+x* +4x+4. Rozw: X € {— T ;—1} [MR/4pkt]

14. Rozwigz rownanie: |X —]4 — 2|X — 2| + 3|X — 3| =4, Rozw: X € <l,2> v {5} [MR/4pkt]

15. Rozwiaz nierownosé VX’ +4x+4>11—+/x* —6x+9. Rozw: X € (— o0;—5) U <6;+oo).

[MRVI12013/5pkt]
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MATEMATYKA. Zadania maturalne — poziom rozszerzony.

16. Rozwiaz nierownosé [6—2x—4<[5+3x. Rozw: X € (~o0;~7)u <— g +90). [MR/5pkt]

17. Rozwigz nierownos¢: HX +4 - 3‘ <2. Rozw: x e (—9;-5)u(—3;-1) [MR/3pkt]

18. Rozwigz nierownos¢: ||x -1- 7| >3. Rozw: x e (—o0;—9) U (—3-5) U (11;+00). [MR/3pkt]
19. Rozwigz roéwnanie: ||2X -1 - 7| =4. Rozw: x € {~5,-1,2,6}. [MR/3pkt]

20. Rozwiaz nierownos¢: [|x—1-1-1/<1. Rozw: X € (-2,4).  [MR/3pki]

21. Rozwiaz nieréwnosé: |x—2)+[x+1>3x—3. Rozw: xe(-0;2). [MRVI2012/4pki]
22. Rozwiaz nierownos¢: |2X - 5| — |X + 4| <2-2X. Rozw: x e (— o0; — 7> ) <—1; 1—31> [MRV2013/4pkt]

~5x-2|

. +1> X Rozw: x e(—o0;—4)U(2:6). [MR/4pkt]

23. Rozwigz nierdwnos¢:

24. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych rownanie |X + 5| =m*+2m*-m-2 ma
rozwigzanie. Rozw: Mme <— 2;—1> v, <l;+oo). [MR/3pkt]

25. Wyznacz wszystkie wartos$ci parametru m, dla ktérych rownanie ‘XZ +4x— 5‘ =m ma doktadnie
trzy rozwigzania. Rozw: M€ {9} [MR/3pkt]

JOx2 +6x+1 . Jox2 +6x% + x*
3x+1 5x% +15x

dla Xe(-o,-3)

26. Oblicz warto$¢ wyrazenia

4
Rozw: —g- [MR/4pkt]

27. Dana jest funkcja
a) Napisz wzor tej funkcji bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej.
b) Narysuj wykres funkcji f.

¢) Podaj zbior wartoéci funkeji g(X) = | f (X)|—3.
[F ()

d) Zapisz wzor funkcji  h(X) =—— bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej i narysuj jej

f(x)

wykres.
~2x-4 & xe(-o0—4)
Rozw: a) f(X)=1-x<xe(-42)

2X—6 << X e <2;+oo)

c) Z, = <— 5;+oo),

lexe (—oo; 0>u<3;+oo)

h(x) =
d) h(x) { 1o xe(03) [MR/6pkt]
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MATEMATYKA. Zadania maturalne — poziom rozszerzony.

28. Wyznacz zbior rozwigzan rownania: |X -|-1| + |X - 2| = P w zalezno$ci od parametru p.

Rozw: Dla P€ (— 00;3) brak rozwiazan, dla p =3 nieskonczenie wiele rozwiazaf, dla

pe (3;+00) dwa rozwigzania. [MR/6pkt]
29. Rozwiaz réwnanie: v/x? —2x+1 — 2x+3+x+7=0. Rozw: X€& {— 7}u <l; + oo) [MR/4pkt]
30. Podaj wszystkie liczby catkowite spetniajace nieréwnos¢: X —4x+4<5- 3x—2,.

Rozw: xe{1,2,3}. [MR/3pki]

31. Rozwiaz nierownos¢  [2X+4|+[x—1<6. Rozw: xe(-31). [MRV2010/4pki]
32. Rozwiaz nierd6wnosé |2X +8| —|X —3| <2. Rozw: x e (-13;—1) [MR/4pki]

5
33. Rozwiaz nierownos¢  [2X+2/+|x—2/>5. Rozw: X € (— w;_éj U(L+90) [MRVII12010/4pkt]

34. Wykaz, ze wsrod rozwigzan réwnania |X+2|—|X—4|=6 istnieje takie, ktore jest liczba
niewymierng. [MR/4pkt]
V—ﬂ+m+h—ﬂ
X-2 X X-=3
|—X|--|—|X_2|<1+|X_]l.
X—2 x-1

35. Rozwigz nieréwnosé >3. ROzW: x e(3;+x) [MR/4pkt]

36. Rozwigz nierOwnos¢ Rozw: x e(—w0;0)u(1,2). [MR/4pki]

2,1
37. Rozwiaz nierownos¢  [X+3+[3x+9 <|x+5 Rozw: X e (— 3512 5). [MR12009/4pk]

X+y=m

jest
3X—-2y=2m-1

38. Oblicz, dla jakich warto$ci parametru m rozwigzaniem uktadu rownan: {

3.7
paraliczb x i y speiajaca warunek: |x S% i |y s%. Rozw: me<—§;§> [MR/6pkt]
(x-3)*+y*=9

X+|y| <6 Rozw: (3;3),(6;0),(3;—3). [MR/5pkt]

39. Rozwigz uktad rownan: {

X' —4x% + x+6

40. Wyznacz wszystkie liczby catkowite x dla ktérych wartos¢ wyrazenia 12 jest
liczbg calkowita. Rozw: x e {—6;—4;—3—-1,0;2} [MR/5pkt]
o , , o (e -afx+)
41. Wyznacz wszystkie liczby catkowite X dla ktorych warto§¢ wyrazenia jest

3x* +2x* —3x -2
liczba catkowita. Rozw: x e {0;2} [MR/4pki]

42. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n wickszej od 1 prawdziwa jest nierownosé

2n n
()-2(2) warap
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MATEMATYKA. Zadania maturalne — poziom rozszerzony.

43. Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej Nn>2 spetniona jest rownosé
(n=2)-(n=2+(n—1)-(n—2+n-nl= (n+1)—(n—2). [MR/4pkt]

44. Wyznacz cztery kolejne liczby catkowite takie, ze najwigksza z nich jest rOwna sumie kwadratéw
trzech pozostatych liczb. Rozw: {-1,0,1,2} [MRV2012/4pkt]

45. Wyznacz wszystkie pary liczb catkowitych (x,y), ktore spetniaja rownanie:
(2x—y+1)x—y+1)=7. Rozw: (6,6), (-6,-12), (-6,—4), (6,14) [MR/5pkt]

46. Wyznacz cztery kolejne liczby naturalne takie, ze sze$cian najwigkszej z nich jest rowny
sumie szeScianow trzech pozostatych liczb. Rozw: 3, 4,5, 6. [MR/5pkt]

47. Wykaz, ze jezeli x+y—=4  to X +Y°>16.  [MR/4pki]
48. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nierownos¢:
a® +4b® +3c® +13> 2a+12b + 6¢. [MR/4pkt]

2 2 2
49. Wykaz, ze jezeli x+y+z=0 10 2X *y +ZZ 5 =1. [MR/3pkt]
(x—yfF+(y-z2)f+(z-xy 3
50. Uzasadnij, ze jezeli a= b, a#=c, b=c i a+tbh=2c to L+bizz, [MRV2011/4pkt]
a-c b-c

51. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ i d prawdziwa jest nierownosc:

ac +bd <+/a? +b? -Jc? +d2. [MRVI2012/3pki]
52. Udowodnij, ze jezeli a,b>0, to prawdziwa jest nierowno$¢ a® +b* > a’b +ab®. [MR/4pkt]

53. Udowodnij, ze jezeli a,b >0, to prawdziwa jest nierownos$¢ 4a® +b?® > 3ab?. [MRV2012/3pkt]
54. Uzasadnij, ze jezeli 2a+b >0, to 2a’®+b®=>3a’h. [MRVI2013/3pki]

55. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b spelniona jest nierdwnos$¢:

4 4 2 2
i/a ;b z\/a ;b . [MRVIII2010/4pki]

: a b+3a
56. Wykaz, ze jezeli liczby dodatnie a i b spelniajg warunek \/g = to a=b. [MR/4pkt]

a+3b’
57. W prostokatnym uktadzie wspotrzednych naszkicuj zbior punktow, ktorych wspotrzedne

spetniaja warunek x2+([y|—2)2 =16. [MR/3pkt]
58.Zaznacz w ukladzie wspolrzednych zbidr punktow (x,y), ktorych wspotrzedne spetniajg
réwnanie: X+|X|: y+|y|. [MR/4pkt]
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MATEMATYKA. Zadania maturalne — poziom rozszerzony.

Funkcja: liniowa, kwadratowa, wielomianowa, wymierna.

Liczby X1 X2 (X1 .X2) sg pierwiastkami rownania kwadratowego x> + 2mx+ m=0. Narysuj wykres
funkcji g okreslonej wzorem: g(M)=X; +X5. Rozw: g(M)=4m> =2M, m < (= o0;0)L (L+o0)
[MR / 6pkt]

Przyprostokatna trojkata prostokatnego sa pierwiastkami trdjmianu y= x> —bx+70. Pole

kwadratu o boku rownym przeciwprostokatnej tego trojkata jest rowne 149. Wyznacz warto$¢
wspoétczynnika b. Rozw: b =17. [MR/4pkt]

. L , , . 2
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych réwnanie (m -l-l)X -3mx+m+1=0
ma dwa rozne pierwiastki takie, ze ich suma jest nie wigksza niz = 2,5.

2
Rozw: me (— 1;—gj v (2;5). [MRV12013/5pkt]

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktéorych réwnanie X* - (m - 4)X +m?—4m=0

ma dwa rozne  pierwiastki, ktérych suma jest mniejsza od  2m®-3.
Rozw: m e (-1;,4) [MRVI1112010/5pkt]

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych rownanie x* + mx+2 =0 ma dwa rézne
pierwiastki rzeczywiste takie, ze suma ich kwadratow jest wigcksza od  2m? —13. Rozw:

me(-3-22)u(2v2:3)  (MRv2010/5pki]

Dla jakiej warto$ci parametru . suma kwadratow roznych pierwiastkbw réwnania

x* —2xsina—cos” a =0jestrowna 3? Rozw: o = %+k7ﬂ gdzie k € C. [MR/4pkt]

Dla jakiego «a¢€ <0,27Z> pierwiastki rownania x*—2xcosa—sin>a =0 spelniaja warunek
X' +X,=37 Rozw: @ e{—,—,—,—}- [MR/5pki]

Oblicz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych rownanie X — (m + 2)X +mM+4=0 ma dwa
rozne pierwiastki rzeczywiste x, x, takie, ze X! +X; =4m® +6m* —32m+12, Rozw:
me {— J14; «/ﬁ} [MRV2012/6pkt]

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru meR, dla ktorych rownanie x> —mx+3=0 ma dwa
rozne pierwiastki rzeczywiste x, x, takie, ze X14 +X§' =46. Rozw: Mme {— \/ﬁ,\/ﬁ }
[MR/5pkt]

Wyznacz wszystkie liczby meR dla ktorych réwnanie x*+mx+m+4=0 ma dwa rozne
pierwiastki rzeczywiste x, x, takie,ze x?+x: =64. Rozw: m=-4. [MR/6pki]

Dla jakich warto$ci parametru m rdéwnanie — x? +4x=m ma dwa pierwiastki, z ktérych kazdy
jest wickszy od 1. Rozw: M€ (3;4) [MR / 6pkt]

Wyznacz wszystkie wartoéci parametru m, dla ktérych réwnanie 2x° +(3—2m)x -m+1=0 ma

2

dwa rozne pierwiastki x,  x,

5.7
takie, ze |X1—X2|:3. Rozw: me{_?i} [MRV12012/5pkt]
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MATEMATYKA. Zadania maturalne — poziom rozszerzony.

13. Dla jakich wartosci parametru a roznica pierwiastkoOw réwnania ax® +x—2=0 rowna si¢ trzy?
Rozw: a = _%, a=1 [MR/5pkt]

14. Wyznacz wszystkie wartosci parametru k , dla ktorych rownanie 5x* —kx+1=0 ma dwa roézne

pierwiastki, ktorych réznica jest liczba z przedziatu (0;1). Rozw: Ke (— 3J5,-25 )U (2\/5 35 )
[MR/4pki]

15. Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktérych rownanie x> —mx+m—-1=0 ma dwa

, : 4
rozne pierwiastki rzeczywiste X; i X, takie, ze |X1—X2|>2-X1X2. Rozw: me(—ooigj-

[MR/5pkt]

16. Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktérych rownanie x> —4mx—m?®+6m? +m—2=0
ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste X i X,  takie, ze (X1 — X, )2 < 8(m +l).
Rozw: Me(01)U(23) [MRV2011/6pki]

17. Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m , dla ktorych rownanie mx* + (m + 3)X +4=0madwa

rozne rozwigzania, ktérych suma odwrotnosci jest mniejsza od 2.
Rozw: m e (-11,0) U (01)) U (9;+00) [MR/5pkt]

18. Dane jest rownanie 2x* — 13x +m = 0. Wyznacz te warto$ci parametru m, dla ktorych jeden z
pierwiastkow jest dwa razy wiekszy od drugiego. Rozw: m= 18% . [MR/5pkt]
19.Dla jakich warto$ci parametru m suma kwadratow dwoch roznych pierwiastkbw rownania
X’ +(m—5)x+ M-7=0 jest najmniejsza? Rozw: m = 6. [MR/5pkt]
20. Dane jest rownanie (X + 3)- [xz + (p + 4)X + (p -1—1)2 J =0 z niewiadoma X.
a) Rozwigz to rownanie dla p =1.

b) Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktorych rownanie to ma tylko jedno
rozwigzanie.

Rozw: @) xei{-4,-3-1}, b) pe(-00;-2)U(2+0) [MRI2009/6pki]

21. Funkcja kwadratowa f(X)=2X2+bX+C jest malejaca w przedziale (—o0;4) 1 rosngca w
przedziale (4;+c), ailoczyn jej miejsc zerowych wynosi 12.
a) Wyznacz wspotczynniki b i c.

b) Nie wyznaczajac miejsc zerowych X; oraz X, oblicz wartos¢ wyrazenia X12 +X§
Rozw: a) b=- 16, c=24, b) 40. [MR XI11 2007 / 4pkt]

. o . , . 2 2
22. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych réwnanie X + 2(1— m)X +m°-m=0 ma
o . . 2,2
dwa rozne rozwiazania rzeczywiste x, x, spelniajace warunek X X, SBMSX]+X;.

Rozw: me<0;3—\/7>. [MRV2013/6pkt]

23. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c funkcja:
f(X)=(x—a)(x—b)+(x—b)(x—c)+(x—c)(x—a) ma co najmniej jedno miejsce zerowe.
[MR/4pki]

24. Wyznacz ekstrema funkcji: f(X) =|X — x*. Rozw: f, (-0,5) = f,, (0,5)=0,25. [MR/5pki]
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Narysuj wykres funkcji f okreslonej wzorem f(X)=xX>—4lX i na jego podstawie wyznacz

liczbe rozwigzan rOwnania f(x)=m w zaleznoSci od parametru m.
Oeom<-4
2o me—470(0+
Rozw: < - 4jo (04) [MRVI11201/4pkt]
3&m=0
4 < me(-4,0)

Dana jest funkcja f(X)=—2x-1-]3—xX. Naszkicuj wykres tej funkcji. Na podstawie wykresu

okresl liczbe pierwiastkow rownania f( X ) = m, w zaleznosci od parametru m. Sporzadz wykres
funkcji g( m ) przyporzadkowujacej zmiennej m liczbe pierwiastkow badanego wyzej rownania.

0 < m e (0;+00)

Rozw: g(m) =42 < me (—;-2) U {0} [MR/7pki]
3eom=-2

4 <= me(-20)

Dane jest roOwnanie kwadratowe z parametrem m postaci x> +mx—2x+1=0. Funkcja f

okresla iloraz sumy pierwiastkow tego rdwnania przez pierwiastek z ich iloczynu, w zaleznosci od
wartosci  m. Podaj wzor funkcji f.  Okre$l dziedzing tej funkcji. Rozw: f(m)=2-m,

D, = (~0;0) U (4;-+ ) [MR/Spki]

Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(X)= X* —mx+2m, Funkcja g przyporzadkowuje kazdej

liczbie rzeczywistej m najmniejszg warto$¢ funkcji f w przedziale<—1;1> . Wyznacz wzoér funkcji  g.
3m+le me(-w-2)

Rozw: g(m)= —%mz +2me me(-2;2) [MR/5pkt]

m+1< me(2+0)

-2 Xe(—oo;—1>

29. Narysuj wykres funkcji okreslonej wzorem: f(X)={-x*+2X+1 X€ (— 1 2>

%x & xe(2+,)
Korzystajac z wykresu funkcji f:
a) podaj rozwigzanie nierownosci f (x) > 2,
b) narysuj wykres funkcji okreslonej wzorem g(x)=—f (x—2).
Rozw: a) X € {L}U(4;+0). [MR/6pkt]

30. Rozwiaz nierdwnosé: x° +12x? <3x* + 4x°. Rozw: x e (_ o0;—2) U {0j U (2;3) [MR/3pkt]

31. Rozwiaz nierdwnosé: x’ +2x°—3x*<0. Rozw: X € (— o0;—1) U (01) [MR/3pki]

32. Rozwiaz nierdwnosé: x* + x> 2x. Rozw: X € (— 00;0) U (L;+00). [MRV2012/4pkt]

33. Wyznacz wszystkie liczby catkowite dodatnie spetniajace nieréwnosé: X° +90<2- (X + 5)2

Rozw: x e {2;3;4) [MR/4pki]
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34. Dany jest wielomian trzeciego stopnia o wspotczynniku 1 przy najwyzszej potedze . Pierwiastki

tego wielomianu tworzg cigg geometryczny o ilorazie 2. Warto$¢ wielomianu w punkcie 1 jest
réwna -110. Wyznacz wzor tego wielomianu. Rozw: W(x) = (X — 3)(x — 6)(x — 12). [MR/5pkt]

35. Wielomian W(X)=aX3+bX2+CX+d dla argumentu 0 przyjmuje warto§¢ 9. Liczby (-1) i 3

sg pierwiastkami tego wielomianu, przy czym liczba 3 jest pierwiastkiem dwukrotnym.
Wyznacz warto$ci wspolezynnikow a, b, ¢, d. Rozw: a=1 b=-5 c¢=3 d=9. [MR/3pki]

36. Pierwiastkami wielomianu stopnia trzeciego sa liczby 1, 3, 5. Wspotczynnik przy najwyzszej

potedze zmiennej tego wielomianu jest réwny % Uzasadnij, ze dla kazdej liczby

catkowitej nieparzystej wartos¢ tego wielomianu jest liczbg podzielng przez 24.
[MRV12013/4pkt]

37. Wyznacz wartosci a i b wspolezynnikow wielomianu W(X) = x* +ax® +bx+1 wiedzac, ze

W(2)=7oraz, ze reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez (x—3) jest rowna 10.
Rozw: a=-5 b=9. [MRV2010/4pki]

38. Wielomian W (X) = X* +ax’ +bx* —24x+9 jest kwadratem wielomianu P(X) = X* +cX+d. Oblicz

aoraz b. Rozw: a=-8b=22 lub a=8b=10. [MRVI2012/4pkt]

39. Wielomian W (x) przy dzieleniu przez dwumiany (x—1), (x+2), (x—3) daje reszty

40.

41.

42.

43.

odpowiednio réwne 5, 2, 27. Wyznacz reszte z dzielenia tego wielomianu przez wielomian

P(x) =X’ —2x*~5x+6. Rozw: R(X)=2X*+3X. [MR/4pki]

Reszta z dzielenia wielomianu W (x) przez dwumian (x +3) jest rowna 1 natomiast z dzielenia
przez dwumian (x—1) jest rowna 5. Wyznacz resztg z dzielenia wielomianu W (x) przez
wielomian (x+3)x—1). Rozw: R(x)=x+4 [MR/5pki]

Dany jest wielomian W (x) stopnia n> 2, ktorego suma wszystkich wspotczynnikow jest rowna 4,
a suma wspotczynnikdw przy potegach parzystych jest rowna sumie wspolczynnikow przy
potegach nieparzystych. Wykaz, ze reszta R(x) z dzielenia tego wielomianu przez wielomian

P(X) = (X +1)(X —1) jest rowna R(x) =2x+2. [MR/4pkt]

Reszty z dzielenia wielomianu W (x) przez (x—1), (x+1), (x+2) sa odpowiednio rowne I,

—1, 3. Znajdz reszt¢ z dzielenia tego wielomianu przez wielomian P(x)=(x—1)x+1)x+2).

Rozw: R(X) =§x2 +x—g. [MR/4pki]

Reszta z dzielenia wielomianu W (X) =4x° =5x* —23X+M  przez dwumian x+1 jest rowna 20.
Oblicz warto$¢ wspotczynnika m oraz pierwiastki tego wielomianu.

1
Rozw: m=6, Xe {— 2;2;3}. [MRV2013/4pkt]
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MATEMATYKA. Zadania maturalne — poziom rozszerzony.

44. Wielomian W (x) przy dzieleniu przez (x—2), (x-3), (x—4) daje odpowiednio reszty 4, 3, 2.

Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu W (x) przez wielomian Q(X) = x° —9x® + 26X — 24
Rozw: R(x)=-x+6  [MR/4pki]

45. Wyznacz reszt¢ z dzielenia wielomianu w (x) = x2°12 — 2x2°%24 2x2°11_1 PIrzez G(x) = x® —x.
Rozw: R(x) =-2x? +3x—1. [MR/4pk]

46. Wielomian w (x) = x* + ax® +bx? —x-+b przy dzieleniu przez kazdy z dwumiandéw: (x +1),
(x—2), (x+3) dajetesamgreszte. Wyznacz o i b. Rozw: a=1, b=-7. [MR/5pki]

47.Przedstaw wielomian W(X) = X' =2x*-3x" +4x-1 w postaci iloczynu dwoch wielomianow
stopnia drugiego o wspotczynnikach catkowitych i takich, ze wspotczynniki przy drugich potegach
sg rowne jeden. Rozw: (X2 +X+ ?)XX2 +5x —3) [MRV2007/3pkt]

48. Przedstaw wielomian W (X) = X" +6X° +5X* +12X~9w postaci iloczynu dwoch wielomianow
stopnia drugiego o wspotczynnikach catkowitych i takich, ze wspotczynniki przy drugich potggach
sa rowne jeden. ROZW: (x2 +X —1sz ~3X+ 1) [MR/3pk(]

49. Wykaz, ze  dla kazdej liczby  rzeczywistej X prawdziwa  jest  nierd6wno$¢
x* —x®+3x*—2x+2>0. [MR/4pkt]

50. Wykres funkcji g uzyskano =z przesunigcia wykresu funkcji f danej wzorem
f(x) = ‘x?’ —32 - x? _2X+\/ﬁ‘ o wektor o wspotrzednych l— 2\/5;\/§J. Podaj, dla jakich

argumentow funkcja g osigga najmniejsza wartos¢ 1 ile ona wynosi. Rozw:

g(_ 3&): g(_ ﬁ): g(ﬁ)z J3 [MR/6pki]

51. Wyznacz wszystkie te wartosci parametru m (meR), dla ktérych zbiorem rozwigzan nieréwnosci:

32—'“>1 jest przedzial (3;7). Rozw: m = -2. [MR/4pkt]
—X

52. Uzasadnij, ze dla kazdej liczby dodatniej o prawdziwa jest nierowno$¢ a® + 3 > 4. [MR/5pkt]
a

1 1 1

53. Rozwiaz nier6wnos¢: + + <0. Rozw: 30)_ {21

! X+ | (x+D)(x+2)  (x+2)(x+3) xe(-30)-{-2-1

[MR/6pt]
3 An2
c 420 17c+60 (c—2)+7c—59
54. Wyznacz dziedzing, a nastgpnie upros¢ wyrazenie: C +C —124 -8 _
C —

Rozw: D=R—-{-4,3,7}, 0,25(c+7) [MR/3pkt]
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55.

56.

57,

58.

59.

60.

61.

62.

MATEMATYKA. Zadania maturalne — poziom rozszerzony.

o oX=m  2Xx+m  2-mx-7x° _ .
Rozwigz rownanie - = . Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla

4-6x 2x+1 6x*—x-2

5m-4
m-7"

ktorych rozwigzanie rbwnania jest liczbg nalezacg do przedziatu (— OO;0> . Rozw: x =

4.7\ [5

2|x|—1 .
Wyznacz zbiér wartosci funkcji f(x)=||)|(L1 , gdzie xeR. Rozw: ZW=<—1;2). [MR/4pkt]
X[+
Narysuj wykres funkcji: f(x):%. Korzystajac z wykresu odczytaj przedziaty, w ktorych
Xl +

funkcja przyjmuje warto$ci mniejsze od 2. Rozw: x e (— 4;4) [MR/3pkt]

2x+boraz g(x) = ax+c
ax+1

Dane sa funkcje f(x) = o ktorych wiadomo, ze ich wykresy majg punkt

wspolny P(—Q;Ej, a miejscem zerowym funkcji g jest liczba —%. Wyznacz wartosci

parametrow a, b, vc Rozw: a = 3, b = - 4 ¢ = 5. [MR/4pkt].
. . . . , , | x=my=1 . C . .
Para (Xm, ym) jest rozwigzaniem uktadu réwnan > Podaj dziedzing funkcji
mx—y =
X
f(m)=—" oraz naszkicuj jej wykres w  ukladzie  wspohrzednych.

m

Rozw: f(m)= 22m ml dla mER—{—lﬂJZ} [MR/7pkt]

Narysuj wykres funkcji: f(x) = | |, a nastepnie okre$l, dla jakich warto$ci parametru  m
rébwnanie f(X) =m nie marozwigzania. Rozw: me <—4; 2)u<4; +o0) [MR/4pki]
(x+3)(x -1}

X3 +4%% + X~
\ - 2\

Narysuj wykres funkcji:  f(X) = 5 [MR / 7pkt]

Narysuj wykres funkcji ~ f (x) = ((x=2F. [MR/4pki]
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10.

11.

MATEMATYKA. Zadania maturalne — poziom rozszerzony.

Ciagi liczbowe.

Dany jest cigg (an) o wyrazie ogolnym a, = |n - 2| + |n —10|. Sprawdz, ktore wyrazy tego ciggu sg
wigksze od 8. [MR/4pkt] Rozw: ne{111121314,...}

6n*+7n+2

Dany jest ciag (3,) o wyrazie ogolnym @, = e

a) Wykaz, ze wszystkie wyrazy tego ciggu sa liczbami naturalnymi.
b) Oblicz, ktére wyrazy tego ciagu sa mniejsze od 17.
Rozw: n e {1,2,3,4,5,6,7} [MR/3pkt]

W ciggu arytmetycznym wyraz pierwszy jest rowny 1, a ostatni —15.  Oblicz sum¢ wyrazow tego
ciggu jesli wiadomo, ze drugi, trzeci 1 szosty s3a kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego.
Rozw: -63 [MR/5pkt]

Suma trzech liczb, bedacych kolejnymi wyrazami rosnacego ciggu geometrycznego jest rowna 52.
Jezeli do pierwszej z nich dodamy 2, do drugiej 12, a do trzeciej 6, to otrzymamy trzy kolejne
wyrazy ciggu arytmetycznego. Wyznacz ten cigg. Rozw: (4, 12, 36). [MR/4pkt]

Ciag (a,b,4) jest arytmetyczny, a ciag (4,a,b) jest geometryczny. Oblicz a oraz b.
Rozw: a=-2,b=1 lub a=4,b=4. [MR/4pkt]

Suma trzech liczb tworzacych ciag geometryczny jest rowna 63, a ich iloczyn jest rowny
5832. Wyznacz ten ciag. Rozw: (36, 18, 9), (9, 18, 36). [MR/5pkt]

O liczbach a, b, ¢ wiemy, ze ciag (a,b,c) Jest arytmetyczny i a+c-10, za$ ciag
(@+1Lb+4,c+19) jest geometryczny. Wyznacz te liczby. Rozw: (a,b,c)=(26,5-16) lub
(a,b,c)=(258) [MRV2010/5pkt]

Ciag liczbowy (a,b,c) jestarytmetyczny i a-+b+c=33, natomiastciag (a—1,b+5,c+19)
jest geometryczny.  Oblicz a, b, ¢. Rozw: (9,1113) lub (3311,-11). [MRV2013/5pki]

Ciag liczbowy (a,b,c) jest geometryczny i a+b-+c=26, natomiastciag (a—5b—4,c—11)
jest arytmetyczny.  Oblicz a, b, c. Rozw: (1816,2) lub (2,6,18). [MRVI112010/5pkt]

Wyznacz trzywyrazowy ciag geometryczny, w ktorym suma trzech kolejnych wyrazow jest rowna
84, aich iloczyn jest rowny 13824. Rozw: (48,24,12) lub (12,24,48). [MR/5pkt]

Liczby niezerowe a, b, ¢ sg wyrazami ciggu geometrycznego o numerach odpowiednio p, Q, .
a'b’c’
Oblicz warto$¢ wyrazenia PN Rozw: 1. [MR/3pkt]
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MATEMATYKA. Zadania maturalne — poziom rozszerzony.

12. Trzy liczby tworza ciag geometryczny. Jezeli do drugiej liczby dodamy 8, to ciag ten zmieni si¢
w arytmetyczny. Jezeli za$ do ostatniej liczby nowego ciggu arytmetycznego dodamy 64, to tak
otrzymany ciagg bedzie znow geometryczny. Znajdz te liczby. Uwzglednij wszystkie mozliwosci.

4 20 100
Rozw: (4,12,36), (§_E?j [MRV2012/6pkt]

13. W ciggu arytmetycznym (an) A, =3 i ay=21.
a) Sprawdz, czy ciagg (agyall,azo) jest ciggiem geometrycznym.

b) Wyznacz taka warto$¢ n, dla ktorej suma n — poczagtkowych wyrazow ciggu (an) ma
wartos¢ najmniejszag. Rozw: a)tak, b)6. [MR/7pkt]

14. Ciag (an) jest okreslony nastgpujaco: a, =0, a kazdy nastgpny wyraz ciggu (oprocz wyrazu
pierwszego) jest sumg numerow wszystkich wyrazoéw, poprzedzajacych dany wyraz. Zapisz wzor na

wyraz ogolny tego ciggu. Rozw: a_ = @ [MR / 3pkt]

15. O ciagu (Xn) dla. n>1 wiadomo, ze: ciag (an) okreslony wzorem &,=3" dla n>1jest

geometryczny o ilorazie 27 oraz, ze X + X, ..+ X, =145, Oblicz X
Rozw: 1. [MRV2011/4pkt]

16. W ciagu arytmetycznym (an), dla n>=1,danesa a =-2 orazrdéznica I =3. Oblicz najwigksze
takie n, ze & +a,+..+a,<2012. Rozw:37. [MRVI2012/5pki]

3% +7n+2
3n+1

a) Wykaz, ze wszystkie wyrazy tego ciggu sg liczbami naturalnymi.
b) Wykaz, Ze ten cigg jest arytmetyczny. [MR/3pkt]

17. Dany jest ciag, ktoérego wyraz ogdlny okresla wzér 4, =

18. Liczby @;,d,,...,&, sg dodatnie i w podanej kolejnosci tworzg cigg geometryczny. Uzasadnij,

ze prawdziwa jest rOwWnosc: r{/ai-a2 e dy =\/a1-an. [MRV12013/4pkt]
19. Niech S, (Sk,sm) oznacza sum¢ N (odpowiednio k, m) poczatkowych wyrazow
nieskonczonego ciggu arytmetycznego (ai ) Oblicz warto$¢ wyrazenia:
S (m—n)+2m (n—K)+>2(k—m). [MR/4pki]
Kk m n
20. Ciag (a,b,c) jest ciagiem arytmetycznym, w ktorym a, b, C oznaczaja kolejno: dtugos¢,

szeroko$¢ i wysokos$¢ prostopadto$cianu. Wiedzge dodatkowo, ze 2a+2b+2c =24 wyznacz

wymiary prostopadlo$cianu o najwigkszym polu powierzchni catkowite;.
Rozw: a= ﬁ, b= @, c= % [MR/6pkt]
11 11 11

Strona 12 z 30



MATEMATYKA. Zadania maturalne — poziom rozszerzony.

2+4+6+...+2n
3n

21. Wyraz ogo6lny ciagu (an) dany jest wzorem a_ = dla neN,.

a) Wykaz, ze ciagg (an ) jest ciggiem arytmetycznym.
b) Wyznacz takie dwa kolejne wyrazy tego ciaggu, aby roznica ich sze$ciandéw wynosita % .
[MR/5pkt] Rozw: m e (—6;+x)
22. Liczby X1, X2 sg roznymi miejscami zerowymi funkcji kwadratowej o wzorze
f(x)= X° — (a+D)x+ a’. Zbadaj, czy istnieje taka warto§¢ parametru a, aby ciag
(xl + XZ,«/E ' X -X2) byt ciggiem geometrycznym. [MR / 6 pkt]

23. Wyznacz liczbe X tak, aby ciagg (COS X, cos’ X,C08 27 ) byt ciggiem arytmetycznym. Rozw:

x:%”+2k;; lub x:%’ﬂzkﬂ lub x=2kz, keC [MR/4pki]

24. Wyraz og6lny ciggu d, dany jest wzorem: @, = 5([)2 -I-l)- 2,
a) Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej p ten cigg jest geometryczny.
b) Oblicz, ktore wyrazy tego ciggu sg mniejsze od 640 dla p =1 iwyznacz te wyrazy.
[MR/5pkt] Rozw: a, =80 i a, =320

25. Dane sg ciagi: arytmetyczny (a,x,b) i geometryczny (a,y,b) o dodatnich wyrazach. Wykaz, ze
suma ciggu arytmetycznego jest nie mniejsza niz suma ciggu geometrycznego. [MR/5pkt]
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MATEMATYKA. Zadania maturalne — poziom rozszerzony.

I\V. Trygonometria.

i —44/2
1. Wiedzac, ze sina:% i ae(%;ﬂj oblicz sin2«. Rozw: T\/—[MR/3pkt]

2. Nie uzywajac tablic i kalkulatora sprawdz, czy liczba a jest wigksza od liczby b, jezeli:
e c0s17° cos6° — cos 73° sin 366°
sin473°

, b:(Z—«/é)Sin 240°. Rozw: Tak. [MR/ 7pkt]

ﬁ!n‘"“—n}
> [MRipk]

4. Sinusy katow ostrych trojkata prostokatnego oraz liczba 1 tworzg ze sobg cigg geometryczny. Oblicz

3. Wykaz, ze 1 nie jest wyrazem ciggu a, = Sin

sinus najmniejszego kata tego trojkata. Rozw: — [MRI12009/4pkt]

. a . .
5. Katy «,f,» trojkata ABC spelniaja zalezno$é szsmgzsmil Oblicz warto$¢

a, v 1
wyrazenia (0 Etga- Rozw: E [MR/4pkt]

6. Wykaz, ze liczby a i b sarowne, jesli a=32cos 20° -cos40° -cos80° oraz
2

12 1
b= [6—202j —[6+2on . [MR/4pki]

V3
7. Oblicz bez uzycia kalkulatora cos®105° —sin®105°. Rozw: — - [MR/3pkt]

sina -cos” o -tgf
sin®
trojkata prostokatnego. Rozw: 1. [MR / 4pkt]

8. Oblicz warto$¢ wyrazenia:

jesli wiadomo, ze katy » 1 £ sakatami ostrymi

9. Kat &  jest taki, ze sina+cosa= g Oblicz warto$§¢ wyrazenia |COS a-sin a|

2
Rozw: % [MRV12012/5pkt]

10. Wykaz, ze jezeli x == +2kz, gdzie k jest liczbg catkowita, to g (E +§j L
2 4 2) 1-sinx

[MR/4pki]
o 4 s 1+cos’2a
11. Wykaz, ze dla dowolnego kata & prawdziwa jest tozsamo$¢ SIN" a+COS" & :T_

[MRV12013/3pki]
1+sin2a 1+tga

cos2a  1-tga

12. Sprawdz tozsamos¢: , dla o = % +kz, gdzie keC. [MR/5pki]
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MATEMATYKA. Zadania maturalne — poziom rozszerzony.

cosa+sin7a  sinda +coséda

13. Udowodnij, ze jezeli cosa #Sin7a i cosda #Sinda to - = - .
cosa—Sin7a cosda —sSindo

[MR/4pki]

14. Rozwiaz réwnanie: 2tgx-cos x+1=2cosx+tgx W przedziale <0;27z> :

=== —} [MRV2011/4pki]

15. Rozwigz réwnanie: 2sin® x —2sin xcos x =1—cos x W przedziale <0;27z> .

37 577
Rozw: xe10;%: 2. 2% % 52 L IMRV2013/4pki]
44 4 4

16. Rozwigz rownanie: 2cos® x —2cos” x-sin x =1-sinx W przedziale <0;27z> . Rozw:

37 57 7
XE{Z,Z,—”,—” —”} [MR/4pkt]

17. Wyznacz wszystkie rozwigzania rOwnania 2cos® x—5sin x—4 =0 nalezace do przedziatu
Tr 1lr
(0;27).Rozw: X e {? ?} [MRV1112010/4pkt]
18. Wyznacz wszystkie rozwigzania rOwnania 2sin® x—7cos x—5=0 nalezace do przedziatu

(0;27).Rozw: x € {%’T 4?”} [MRV2010/4pkt]

19. Wyznacz wszystkie rozwigzania rOwnania 2sin® x +sin x cos X +3cos” x = 3 nalezgce do przedziatu

<0;27r>.
T, 57w
Rozw: Xe {0; 1 )T vy ;Zﬂ}. [MR/4pkt]
20. Rozwiaz rownanie: 100, C0S X +100 ,, SIN X =2.
Rozw: x — % +2kz gdzie keC. [MR/5pkt]
21. RozwiaZ rownanie COS2X+C0osXx+1=0 dla X &(0;27).

Rozw: XE{—,—,— —} [MRV2013/4pkt]

5
c0s?3x+4  c0s’3x+5

22. Rozwigz rOwnanie:

Rozw: XE{— T ST MRISpK]
62 6 P

1-sinx
2sin x

23. Wyznacz wszystkie rozwigzania réwnania tg—X—COSX = nalezace do przedziatu (0,27).

Y4
Rozw: XE{E?} [MR/5pkt]
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MATEMATYKA. Zadania maturalne — poziom rozszerzony.

. 3
24. Wyznacz wszystkie rozwigzania rownania sin® x cos’ ng—E nalezace do przedzialu <0,7r>.

Rozw: xe % M 37 Bl e e
' 24" 24" 24 24 [ P

25. Rozwiaz rownanie: C€OS 2X + 2 = 3C0S X.

Rozw: X =2kz lub x:%+2k7z lub x:_%+2kﬁ dla keC. [MRV2012/4pki]

: . 1
26. Rozwigz rownanie SIﬂ(X+%)SIn(X—%j=E, gdzie Xe<0;27r>.

Rozw: XG{—;—;_;—} [MR/4pkt]

27.Rozwiaz rownanie 2tgxcos x +1=2cos x+tgx W przedziale <0;27z> :

Rozw: xe 1% % 5% ST eiapki]
B PR R P
28. Rozwiaz rownanie: 3- 47" ¥ =292 1 05,
Rozw: x= % + kz . [MR/4pkt]
45"_1 X+2005X _ 2. Rozw: — 4 [MR/3pkt]
3sin X — cos X 3

30. Oblicz sin2x, jezeli: >3 X+ 2C0SX _ 1 pozw: 1. [MR/3pk]
3cos X + 2sin x

29. Oblicz tg2x wiedzac, ze

31.Oblicz sume¢ wszystkich rozwigzan rownania: sin® x + cos* ng nalezagcych do przedziatu

<—%;7r> . Rozw: S = 37” [MR / 6pki]
32. Wyznacz  zbidér  warto$ci funkcji f (X) = 2sin x +cos 2x gdzie xeR.
3
Rozw: Z,, = <— 3, §> [MR/5pkt]

1
cos 2x + 4sin? x

33. Wyznacz  zbiér  wartosci funkcji f(x)= gdzie X eR.

1
Rozw: Z,, =<§ ,1>. [MR/4pkt]
34. Wyznacz najmniejsza i najwickszg warto$¢ funkcji f(X) = 2(30082 X+1)2 —12(30032 X+1)+16
gdzie xeR. Rozw: vy, =-2, Y =0. [MR/4pki]

_ B sin x—[sin X
35. Narysuj wykres funkcji:  f(X) =————— dla xe(0;7)u(r;27z). [MRV2007/3pkt]

sin X
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MATEMATYKA. Zadania maturalne — poziom rozszerzony.

COS X +(sin X 3 3
36. Narysuj wykres funkcji:  f(X) =¢ dla xe [_g;_fju(_f;fju(f;_”j . Podaj

COS X
zbidr rozwigzah nierdownosci 0 < f (x) < 2.

5z 3r T T 37 57
Rozw: X€{——;— )| ——;— |U({—:— ) [MR/4pkt]
4 4 4 4 4

37. Naszkicuj wykres funkcji y = sin2x w przedziale (—27;27). Naszkicuj wykres funkcji:

sin 2x
y= |Sin 2X| w przedziale <— 2m,21 > i zapisz, dla ktorych liczb z tego przedziatu spetniona jest
Isin 2x
nierdwnos¢é: — <0
sin 2x
3. T, /. 3
Rozw: X € T v _E’O U i U 7,27: [MR 'V 2006/4 pkt]

38. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych rozwigzanie (X; y) ukladu rownan:
mx — 4y =cos*10° +cos®100° + m
2Xx+2y=-1
RozW: m e (- o0;—4) U (L+0) [MR/5pkt]
39. Dana jest funkcja: f(X)=c0s X — J3sinx , xeR.
a) Narysuj wykres funkcji f
b) Rozwiaz rownanie: f(x) = 1.
Rozw: X=2krz, x= _%” 4+ 2kz. [MRV2005/4pkt]

spetnia warunki: x>0 i y<O0.

40. Dane sg funkcje: f(X) =

gx-m _q +3 oraz g(x)=3cos % x . Dla jakich warto$ci parametru m

wykresy funkcji f i g maja jeden punkt wspdlny?
Rozw: m=4kz, gdzie keC [MR/6pki]
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MATEMATYKA. Zadania maturalne — poziom rozszerzony.

V. Funkcja wykladnicza 1 logarytmiczna.

1. Wiedzac, ze log.m=2 log,m=5, log,m=10 oblicz 109,,.M. Rozw: 1,25. [MR/4pki]

log, 3-logg 27+lo0g; 9

2. Uzasadnij, ze 2 ¢ >0,33. [MR/4pkt]

3. Suma pierwiastkow trojmianu y = ax? + bx + ¢ jest rowna 10Q 2 c-log 24a, gdzie aeR, -},

ceR, —{1}. Uzasadnij, ze odcigta wierzchotka paraboli bedacej wykresem tego trojmianu jest

réwna % [MR / 3pki]

4. Oblicz warto$¢ funkcji f (x) =[1—2""

dla argumentu

1
x =log,,| log?,8+log,,64-log,,18+log?,18+49"%" |,

Rozw: f(l)zg. [MR/4pkt]

log 8 1
5. Wiedzac, ze a=i i b= oblicz warto$¢ wyrazenia 27** +16%*. Wynik podaj w
log81 log 64
najprostszej postaci. Rozw: 612. [MR/4pkt]
. 3 o (2x+4)6-x)
6. Wyznacz dziedzing funkcji okreslonej wzorem f (x) =log,, ., e
X+

Rozw: D :(—%;G)—{O} [MR / 4pkt]

7. Wyznacz dziedzing funkcji f(x) = [log, 9X +l2  RozZwW: m e {_ o; —1—2\/§> u(—l; \/3_3;—1>
— X

2

[MR/5pkt]

10g03 10g1005 2log;58 f
8. Oblicz warto¢ wyrazenia a™", jesli a={5 o553 uogsj oraz b=4/36-165 -4+ 25

1
Rozw: — [MR/6pkt
4 MR/6pki]
9. W prostokatnym uktadzie wspotrzednych przedstaw zbior wszystkich punktow ptaszczyzny, ktorych

wspotrzedne spetniajg warunki: X—+3 =log X+2(y + 2) i y2 <36. [MR/5pki]
log,(x+2)

10. Wykaz, ze jezeli 109, D (dlaa>0, b>0,a.1,b.1) jest liczbg wymierna dodatnia, to liczba

log, a-log, a tezjest wymierna. [MR / 4pkt]
b
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MATEMATYKA. Zadania maturalne — poziom rozszerzony.

11. Wykaz, ze jezeli a, b, c sg liczbami dodatnimi takimi, ze a=1, b=#1, c#1 oraz ab=l

log, c-log, c
to zachodzi rownoéé: 109,,C = a2 0 . [MR/4pkt]
log, c+log, c
log, x-log, X
12. Sprawdz tozsamo$¢ (podaj odpowiednie zatozenia): log, x= Ja 9y : [MR/4pkt]
o log, x—log, x
13. Wykaz, ze dla dowolne;j liczby a>0 zachodzi nierownos¢:
2 2 2
log? (/) + log (7z+a)2—1o—log”7r. [MR/4pkt]
+a
14. Udowodnié¢, ze jezeli liczb b, ¢t i t to liczb L L
. Udowodnié¢, ze jezeli licz , b, ¢ tworza cigg geometryczny, to licz , ,
J Y a c 4 Clag g yczny y log, A log, A

log. A dla Ae(0;+0) tworzg ciag arytmetyczny. [MR/5pkt]

c

15. Wykaz, ze jezeli a,be(01) to prawdziwa jest nierownos¢: 4log, a+log, b > 4. [MR/4pkt]

1 1 1
log, 2" log, 2" log,, 2
oblicz roznicg tego ciggu. Wyraz sume 10 poczatkowych wyrazow tego ciggu w zaleznosci od
wyrazu drugiego. Rozw: 1; Sjo=10a, + 35. [MR/5pkt]

16. Wykaz, ze liczby tworzag w podanej kolejnosci cigg arytmetyczny oraz

17. Udowodnij, ze jezeli xeR, — {1} to (log, X)™ +(log X) ™ +...+(10g,00sX) " = (100,465 X) "

[MR/3pkt]
18. Dane sg zbiory A= {x XeRA

2X—1‘<3}1B:{XZXER/\X|0934+XZIO?2¢32}-
09,

Wyznacz AnB. Rozw: (1;2). [MR/4pk]
19. Wykaz, ze funkcja f(x)= Iog(\/x2 +1- x) jest nieparzysta. [MR/4pkt].
20. Wiedzac, ze 1095 3=a, oblicz wartos¢ wyrazenia: log,, 3+ log, V5.

2

1
. [MR/4pki]

Rozw:

21. Wiadomo, ze 10g;2=2a. Wyznacz log,,36 w zaleznosci od a.
2

Rozw: MR / 4pkt
2a+1 [ Ph]
_ llog, x|
22. Narysuj wykres funkcji: f(x) = I . [MR/4pkt]
0g, X
. .- 3 2 1 2 3
23.Narysuj  wykres  funkcji: f(x)=logz(—x —5X —3x+9)—log2 _EX _X+E . Rozw:

f(x)=log,(x+3)+1 dia D=(-31) [MR/5pky
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V1. Geometria analityczna.

1. Wyznacz rownania stycznych do okregu o rownaniu  X° + Y +4X—6Y =7 nachylonych do osi
OX pod takim katem ., ,ze Sina=-2c0Sax. Rozw: y=-2x-11, y=-2x+9 [MR/6pki]

2. Oblicz miare kata miedzy stycznymi do okregu X* + y2 +2X—-2y-3=0 poprowadzonymi przez
punkt A=(2,0) Rozw: 90°. [MRV2011/4pki]

3. Punkty A=(20) i B=(42) leza na okregu o rownaniu (x—1)2+(y—3)2 =10. Wyznacz
na tym okregu taki punkt C, aby trojkat ABC byt trojkatem réwnoramiennym o podstawie AB.

Rozw: C={-v53++5) lub C=(1+153-+5) [MRVI2013/4pki]

4. Znajdz taki punkt C, lezacy na prostej y=x+1, aby pole trojkata ABC, ktorego wierzchotkami
sg punkty C, A:(Z,]-), B:(S,Z) bylo rowne 5. Rozw: C:(7,6) lub CZ(—3,—4)- [MR/6pkt]

5. Jeden z koncéw odcinka lezy na paraboli Y = X’ , a drugi na prostej o rOwnaniu y = 2x — 6. Wykaz,

ze dlugos¢ tego odcinka jest nie mniejsza od \/g . Sporzadz odpowiedni rysunek. [MRI2009/5pkt]

6. Punkty A=(-3-2) i C=(52) sa przeciwlegtymi wierzchotkami rombu ABCD, ktoérego bok

ma dlugos¢ 5. Wyznacz wspodhrzedne pozostatych wierzchotkow tego rombu.
Rozw: B =(2,-2), D=(0,2). [MR/5pkt]

7. Punkt A=(2,-3) jest wierzchotkiem rombu ABCD o polu rownym 300. Punkt S =(34) jest

srodkiem symetrii tego rombu. Wyznacz wspolrzgdne pozostatych wierzchotkow tego rombu.
Rozw: C =(411), B=(241), D =(-18,7). [MRVIII2010/6pkt]

8. Bok kwadratu opisanego na okrggu o roéwnaniu x? + y? =25 zawiera si¢ W prostej o
rownaniu x+2y—5=0. Oblicz wspotrzgdne wierzchotkow tego kwadratu. Rozw: A =(3,1),
B=(-13), C=(-3-1), D=(-3) [MR/5pkt]

9. Prostaorownaniu 3x—4y—36=0 przecinaokrag o $rodku S =(312) w punktach A i B.
Dhugos¢ odcinka AB jest rowna 40. Wyznacz rownanie tego okregu.

Rozw: (x—3) +(y—12)* =625. [MRV2013/4pki]

10. Obliczy¢ pole figury ograniczonej osig OX oraz prostymi stycznym poprowadzonymi przez punkt

A(0;2) do okrggu o srodku w punkcie S(—4;-5) i promieniu dtugosci 3\/5 .
Rozw: 30. [MR/5pkt]
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11. Srodek okregu przechodzacego przez punkty A= (L4) i B=(-6;3) lezy na osi OX.
a) Wyznacz rOwnanie tego okrggu.
b) Wyznacz réwnanie prostej prostopadtej do prostej AB i oddalonej od poczatku uktadu
wspolrzednych o /2 .

Rozw: a) (x+2) +y2 =25, b) y=—7x+10, y=—7x—10. [MRI2009/7pk{]
12. Okrag jest styczny do osi uktadu wspétrzednych w punktach A= (0;2) i B= (2;0) oraz jest styczny

do prostej | w punkcie C= (l; a), gdzie a>1 . Wyznacz rownanie prostej I.
3 2
Rozw: Y= % X+2+ §\/§. [MRV12012/4pkt]
13. Wyznacz rdwnanie okrggu o promieniu % ktory przechodzi przez punkty wspolne okregow

o rownaniach X° —4X+V?+2y+4=0 i x*—4x+y*+12y+19=0.

2\’ 49 13 49
Rozw: (x—2) 21 =22 lub —2Y7 = | ===, [MR/6pkt
(x-2) +(y+5) o (x-2) +(y+ 5) oo [MR/Gpki]

14. Wierzcholki trojkata rtownobocznego ABC sa punktami paraboli y = - x* + 6x. Punkt C jest jej
wierzchotkiem, a bok AB jest rownolegty do osi OX. SporzadzZ rysunek w ukladzie wspotrzednych
1 wyznacz wspotrzedne wierzchotkdéw tego trojkata.

Rozw: ( 3: 9), (3—«/5;6), (3+\/§;6) [MRV2007/7pkt]

15.Punkt A =(-2;5) jestjednym z wierzchotkéw trojkata rownoramiennego ABC, w ktorym
|AC|=|BC|. Pole tego trojkata jest rowne 15. Bok BC jest zawarty w prostej o rOwnaniu

y = x+1. Oblicz wspolrzedne wierzchotka C.
Rozw: c=(-3-2) lub c=(56) [MRV2010/6pkt]

16. Punkt A=(3;4) jest wierzchotkiem kata prostego w rownoramiennym trojkacie prostokatnym ABC.
Przeciwprostokatna tego trojkata zawiera si¢ w prostej o rOwnaniu y = —2x+15 . Wyznacz

wspoélrzgdne pozostatych wierzchotkow trojkata ABC .
Rozw: B =(4;7), C =(6;3). [MR/5pki]
17. Dane sg punkty A=(13) | B=(-4;-2). Wyznacz taki punkt  C =(x;y) gdzie

x € (~12)lezacy na paraboli o rownaniu Y = X2, aby pole trojkata ~ ABC  bylo najwigksze.

1.1
Rozw: C =| —;=|. [MR/6pkt]
2 4
18. Na ptaszczyznie dane sa punkty A=(3;,—2), B=(114). Na prostej o rownaniu y=8x+10
znajdz punkt P, dla ktérego suma |AP|2 + |BP|2 jest najmniejsza.
Rozw: P =(-12) [MRVI2012/4pki]
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19. Dane s3 punkty A=(15), B=(9;3) i prosta k o roéwnaniu y=x+1. Oblicz wspotrzedne
punktu C lezacego na prostej k, dla ktéorego suma |AC|2+|BC|2 jest  najmnigjsza.
Rozw: Cc =(4;5). [MRVI112010/5pkt]

: 1 )
20.W ukladzie wspétrzednych rozwazmy wszystkie punkty P postaci: P :(Em-l_?mj’

55
gdzieme <—l;7> . Oblicz najmniejsza i najwicksza  warto$¢ |PQ|2 , gdzieQ= (? ;Oj.

Rozw: f

(7)=51125; T (~1)=65125. [MRV2012/6pki]
21.Punkty B =(5,6) i C=(0, 6) sa wierzchotkami trapezu rownoramiennego ABCD, ktorego

podstawy AB i CD sg prostopadte do prostej K o réwnaniu y:-%x+1.0blicz wspoétrzedne
pozostatych  wierzchotkow trapezu, wiedzac, ze punkt D nalezy do prostej K.

Rozw: A=(1;-2) lub A=(3;2) oraz D=(-2;2). [MR/5pkit]

22.Z punktu A=(-9;12) poprowadzono styczne do okrggu o roéwnaniu X* —12x + y2 +16y=25.
Oblicz dlugos¢ odcinka taczacego punkty stycznosci. Rozw: 20. [MR/5pki]

23.Obrazem trojkata ABC o wierzchotkach A=(13), B=(2,-3), C=(-14) w jednoktadnosci
o $rodku S=(21) i skali k=-3 jest trojkat KLM. Wyznacz wspétrzedne wierzchotkow
trojkata KLM. Rozw: K =(5,-5), L=(213), M =(118). [MR/5pki]

24. W jednoktadnosci o srodku S i skali k obrazem okrggu o réwnaniu (X-|—3)2 + (y -l-l)2 =1jest okrag
0 réwnaniu (x— 3)2 +(y- 2)2 =9.0blicz wspétrzedne $rodka S jednokladnosci.

5 3.1
Rozw: S =(— 6;—§j lub S :(_E;_Zj' Rozw: S =(-3;—2), k=3. [MR/5pkt]

25. Oblicz wspotrzedne srodka S 1 skale k jednoktadnosci, w ktorej obrazem odcinka PR jest
odcinek PiR; i wiadomo,ze P=(-21), R =(31), SP=[39]i SR=[21] [MR/6pkt]
26. Na plaszczyznie dane sa cztery punkty A=(12), B=(54), C=(36), D=(0;8). Przez punkt D

poprowadzono prostg | prostopadig do prostej AB. Znajdz na prostej | taki punkt E, aby pole
trojkata ABC byto réwne polu trojkata ABE.

7 26 19 2
Rozw: E, =|—;— |, E,=|—;=|. [MR/5pkt
1 (5 5) 2 (5 Sj [ pkt]
27. Udowodnij, 7e jesli punkt D jest $rodkiem ciezkosci trojkata ABC to DA+ DB+ DC = 0. [MR/4pki]

28.Punkty K, L, M sag Srodkami bokow BC, CA i AB trojkata ABC. Wykaz, ze

— —

AK+BL+CM =0. [MR/4pkt]
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VIIl. Geometria plaszczyzny.

1.

10.

11.

12.

Wykaz, ze dla kazdego réwnolegltoboku jest spelniony warunek: suma kwadratow diugosci
przekgtnych rownolegloboku jest rowna podwojonej sumie kwadratow diugosci jego bokow.

[MR/5pkt]

Niech a i b bedg dlugosciami kolejnych bokéw rownolegtoboku ABCD, za§ p i r
dlugosciami jego przekatnych. Wykaz, ze a’+b’> pr. [MR/5pkt]

Liczby .~ 1 g sa miarami katow ostrych w trojkacie prostokatnym. Wykaz, ze:

cos « + cos 5 >1. [MR/3pkt]

Dhugosci bokow (a,b,c) trojkata tworza cigg geometryczny, przy czym kat trojkata lezacy
naprzeciwko boku dhugoécib ma miare 60° . Oblicz miary pozostalych katéw tego trojkata.
Rozw: 60° 60°. [MR/5pkt]

W trojkacie ABC, w ktorym |AC|=5, |BC|=4+2 i |AB|=7 na boku ABwybrano taki punkt

D, ze |AD|:2. Oblicz sinus kata ADC.

417
Rozw: % [MR/5pkt]

Prosta przechodzaca przez $rodek jednego z bokow trdjkata réwnobocznego i tworzaca z tym
bokiem kat ostry . dzieliten trojkat na czworokat i trojkat. Stosunek pola czworokata do
pola trojkata jest rowny 5:3. Oblicz tangens kata .

Rozw: 3./3. [MR/4pkt]

Dany jest trojkat ABC, w ktorym |AC|=17 i |BC|=10. Na boku AB lezy punkt D taki, ze
|AD|:|DB|=3:4 oraz |DC|=10. Oblicz pole tréjkata ABC. Rozw: 84. [MRV2013/5pki]

Punkt D jest punktem wewnetrznym trojkata. Wykaz, ze: ZQ AD| + |BD| + |CD|)> |AB| + | BC| + |AC| :
[MR/3pkt]
Trojkat ostrokatny, ktérego boki maja dlugosci 17 1 16 ma pole rowne 64. Oblicz promien okregu

17/65

opisanego na tym trojkacie. Rozw: 6 [MR/5pkt]

Podstawa AB trdjkata rownoramiennego ABC ma dtugo$é¢ 8 oraz |LBAC| =30°% Oblicz dlugosé

421

srodkowej AD tego trojkata. Rozw: 3 [MRV2011/4pkt]

Boki trojkata maja dtugos¢ 5, 12, 15. Wyznacz dlugos¢ czgsci dwusiecznej $redniego kata
trojkata zawartej] w tym trojkacie. Rozw: 4\/5. [MR/6pkt]

Suma dhugosci dwoch bokéw trojkata réwna si¢ 4, a kat miedzy tymi bokami ma miare

120°. Oblicz najmniejsza warto$¢ sumy kwadratow dhugosci wszystkich bokow tego trojkata.
Rozw: 20. [MRVI12103/4pkt]

13. W réwnolegtoboku ABCD kat ostry ma miar¢ « =30°, za$ dtuzszy bok ma dtugo$¢ 8. Promien

kota opisanego na  AABD ma dhugos¢ R = 4. Oblicz pole roéwnolegloboku.
Rozw: P=8/3. [MR/4pkt]
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W rownolegloboku ABCD miara kata ostrego jest rowna 30° a odleglosci punktu przeciecia

si¢ przekatnych od sagsiednich bokéw roéwnolegloboku sg réwne 2 i \/§ Oblicz diugos¢
krotszej przekatnej rownolegtoboku. Rozw: 4. [MRVI12013/5pkt]

Bok kwadratu ABCD ma dlugos¢ 1. Na bokach BC i CD wybrano odpowiednio punkty E i F
umieszczone tak, aby |CE|=2DF| Oblicz wartos¢ x=|DF|, dla ktorej pole trojkata AEF jest
najmniejsze. Rozw: x=0,25. [MRV2010/4pkt]

W trojkacie prostokatnym ABC ( kat przy wierzchotku C jest katem prostym), dane sg dlugosci
przyprostokatnych: |BC|=a, |CA|=b. Dwusieczna kata prostego tego trojkata przecina
| | . o o aby2
przeciwprostokatng ~AB w punkcie D. Wykaz, ze dlugos¢ odcinka CD jest rowna aib
+

Sporzadz pomocniczy rysunek uwzgledniajac podane oznaczenia. [MR XII 2005/4pkt]

Dany jest prostokat ABCD, w kt(')rym|AB| =a, |BC| =b i a>b. Odcinek AE jest wysokoscig

trojkata DAB opuszczong na jego bok BD. Wyraz pole trojkata AED za pomocg a i b.
ab®

Rozw: P ep :‘(ﬁ)' [MRV2012/5pkt]
2a” +b

Dany jest czworokat wypuklty ABCD (ktory nie jest rownoleglobokiem). Punkty M i N sa
odpowiednio $rodkami bokéw AB i CD. Punkty P i Q sg odpowiednio $rodkami przekatnych

AC i BD. Uzasadnij, z2 MQ|PN. [MRV2011/3pk{]

Wykaz, ze jezeli w czworokacie ABCD dwusieczne katow przy wierzchotkach Ai C przecinajg
dwusieczne katow przy wierzchotkach B i D w czterech roznych punktach, to punkty te leza na
pewnym okregu. [MR/4pkt]

W czworokgcie ABCD  dane sg dtugosci bokow: |AB| =24, |CD| =15, |AD| =7. Ponadto katy

DAB oraz BCD sg proste. Oblicz pole tego czworokata oraz dlugosci jego przekatnych.
Rozw: d, =25, d,=20, P=234 [MRVI2012/5pkt]

Oblicz miary katow dowolnego czworokgta wpisanego w okrgg o promieniu R=52 wiedzac
ponadto, ze jedna z przekatnych tego czworokata ma dtugos¢ 10, zas iloczyn sinuséw wszystkich

jego katow wewnetrznych rowna sig : Rozw: 60°, 45° 120° 135°. [MRXI12005/8pkt]

Dany jest czworokat ABCD. Niech S bedzie punktem przecigcia jego przekatnych. Udowodnij, ze
AS| |BS
czworokat mozna wpisa¢ w okrag wtedy i tylko wtedy, gdy % = % [MR/4pki]
Na czworokacie wypuktym ABCD mozna opisa¢ okrag. Wiadomo, ze |AB| = |BC|, |AD| = 243,
|DC| =3-43 oraz przekatna |AC| =3.2. Oblicz pole tego czworokata.
9+6+3
Rozw: P = E [MR/4pkt]
W trapez wpisano okragg o promieniu 3cm. Miary katow przy dluzszej podstawie tego trapezu
wynoszg 30° i 60°. Oblicz pole tego trapezu. Rozw: P = 12(3 = \/5) [MR/4pkt]
Na okregu o promieniu I opisano trapez rownoramienny ABCD o dtuzszej podstawie AB
CS
i krotszej CD. Punkt stycznosci S dzieli rami¢ BC tak, ze % = é Wyznacz dtugo$¢ ramienia
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tego trapezu. Oblicz cosinus kata CBD.

N_ or 61489

w: |BC|= , cos(<CBD)= ooz [MRV2006/6 pk(]

Trapez ABCD ma katy proste przy wierzchotkach A 1 D. Punkt O_jest srodkiem okregu
wpisanego w ten trapez. Oblicz obwdd trapezu, jezeli wiadomo, ze |OC|=6 i |OB|=8. Rozw:

39,2. [MR/4pkt]
Trapez rownoramienny jest opisany na okrggu. Suma dlugosci krotszej podstawy i ramienia trapezu
jest rowna 30. Wyraz pole tego trapezu jako funkcje dtugosci jego ramienia. Wyznacz dziedzing tej

funkcji. Rozw: P(c)=c-,/—3(c? —40c+300), D =(1530) [MRI2009/6pkt]
Trapez rownoramlenny ABCD o podstawach AB i CD jest opisany na okrggu o promieniu .
Wykaz, ze  4r° =|AB|-|CD| [MRV2013/4pkt]

W trapezie opisanym na okregu boki nierownolegte majg dtugosci 3 1 5, za$ odcinek taczacy
srodki tych bokow dzieli trapez na dwie czeSci, ktorych pola sg w stosunku 5:11. Oblicz dlugosci
podstaw trapezu. Rozw: 7; 1. [MR/4pkt]

W trapezie rownoramiennym podstawy maja dtugos¢ 9 1 12, a kat miedzy ramieniem trapezu
i dluzsza podstawa ma miare 60°. Oblicz promien okregu opisanego na tym trapezie.
Rozw: R =./39. [MR/6pki]

W trapez rownoramienny o przekatnej 13cm mozna wpisa¢ okrag. Odcinek taczacy srodki ramion
trapezu majg dlugos$¢ 12cm. Oblicz dlugo$ci ramienia i pole trapezu.

Rozw: ¢ = 12cm, P = 60cm?. [MR/5pki]

W potkole o promieniu r wpisano trapez rownoramienny o krotszej podstawie dtugosci a. Oblicz

dtugosé przekatnej trapezu. Rozw: d = V2r? +ar. [MR/4pkt]

Na trapezie opisano okrag, ktorego Srednica jest jedng z podstaw trapezu. Przekatna trapezu
ma dlugos¢ 12, a dlugos¢ okrggu  wynosi 137 . Oblicz  pole trapezu.

Rozw: P :Slﬂ. [MR/5pkt]
169

Czworokat ABCD wpisany jest w koto oraz wiadomo, ze |AB| =3, |BC| =7, |CD| =4 oraz
miara kata ABC wynosi 60° Oblicz dhugos¢ przekatnej AC. Oblicz dlugos¢ boku AD tego
czworokata. Rozw: |AC| |AD| 3. [MR/4pki]

. V3
Na kole opisany jest romb. Stosunek pola kota do pola rombu wynosi e Wyznacz miar¢ kata

ostrego tego rombu. Rozw: 60°. [MRV2007/4pkt]
Dany jest trojkat o bokach dtugosci 1; 1,5; 2. Oblicz cosinus i sinus kata lezacego naprzeciw
najkrotszego boku tego trojkata. [MRV2007/3pkt]
Dany jest trapez o podstawach a, b, gdzie a>b. Wyznacz dlugos¢ odcinka taczacego $rodki

przekatnych tego trapezu. Rozw: x:aT_b [MRX112007/4pkt]
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VIIl.Stereometria.

1.

Wsrod wszystkich graniastostupow prawidtowych szesciokagtnych, w ktorych suma dlugosci
wszystkich krawedzi jest rowna 24, jest taki, ktory ma najwigksze pole powierzchni bocznej. Oblicz
dlugos$¢ krawedzi podstawy tego graniastostupa. Rozw: 1. [MRV2011/4pkt]

Suma krawedzi graniastostupa prawidlowego czworokatnego jest rowna 16. Dla jakiej dtugosci
krawedzi podstawy pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa bedzie najwicksze?

Rozw: a= g. [MR/5pkt]

Objetos¢ graniastostupa prawidlowego trojkatnego jest rowna 12\/5, a pole powierzchni bocznej

tego graniastostupa jest rowne 36. Oblicz sinus kata jaki tworzy przekatna $ciany bocznej

243

Z sgsiednig $ciang boczng. Rozw: = [MRV1112010/5pkt]

W graniastostupie prawidlowym trojkatnym pole powierzchni bocznej rowne jest sumie pol obu
podstaw. Oblicz cosinus kata nachylenia przekatnej $ciany bocznej do sasiedniej $ciany bocznej.

2+/13
Rozw: % IMR/4pkt]

W prostopadtoscianie dtugosci krawedzi no wspolnym wierzchotku sg rowne a, b, c, zas$
dhugos¢ przekatnej prostopadto$cianu jest rowna d. Wykaz, ze a+b+c<d+/3. [MR/4pkt]
Podstawg graniastostupa prostego o objetosci V jest réwnoleglobok o bokach diugosci a i b.

11
Wykaz, zZe pole powierzchni bocznej tego graniastostupa jest nie mniejsze niz 2V(—+—].

a b
[MR/4pkt]

W prawidlowym ostrostupie trojkatnym krawedz podstawy jest dwa razy krotsza od krawedzi

. . o . J5
bocznej. Wyznacz cosinus kata nachylenia $ciany bocznej do podstawy. Rozw: 1= [MR/6pkt]

Sciany boczne ostrostupa prawidtowego tréjkatnego sa trojkatami o przyprostokatnych drugosci
12cm. Oblicz objetosé i pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

Rozw: V =288cm®, P, =72(3++/3m? [MR/4pki]

W ostrostupie prawidtowym trojkatnym krawedz podstawy ma dlugosé¢ a. Sciany boczne sa
trojkatami ostrokgtnymi. Miara kata miedzy sgsiednimi $cianami bocznymi jest 2.  Wyznacz

a®-cos x
12+/4sin? x -1

objetos¢ ostrostupa. Rozw: V = . [MRV2010/5pkt].

Strona 26 z 30



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

MATEMATYKA. Zadania maturalne — poziom rozszerzony.

Podstawg ostrostupa ABCS jest trojkat ABC, w ktorym |AB|=4, |BC|:6, |CA|:8.

Wszystkie §ciany boczne tworza z plaszczyzng podstawy kat 60°. Oblicz objetosé ostrostupa.
Rozw: v =5./3. [MR/6pkt]

Podstawg ostrostupa jest trojkat, ktorego jeden z bokow ma dtugos¢ 6, a katy przyleglte do niego
majg miary 45° i 105°. Wysoko$¢ ostrostupa ma dtugo$é rowng dtugosci promienia okregu

opisanego na podstawie. Oblicz objetos¢ ostrostupa. Wynik podaj w postaci d + b\/E , Qgdzie a, b, c

s liczbami wymiernymi. Rozw: V =18+18\/§- [MR/5pkt]

Podstawg ostrostupa jest trojkat rownoboczny o boku dtugosci 4, krawedzie boczne maja dlugosci 2,

4, 2./7. Oblicz objgtos¢ tego ostrostupa. Rozw: v :g_ [MR/6pkt]

Podstawg ostrostupa ABCS jest trojkat rownoramienny ABC, w ktorym |AB| =30,
|BC| = |AC| =39 i spodek wysokos$ci ostrostupa nalezy do jego podstawy. Kazda wysoko$¢ $ciany

bocznej poprowadzona z wierzchotka S ma dlugos¢ 26. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.
Rozw: 4320. [MRVI12012/5pkt]
Podstawa ostrostupa ABCS jest trojkat rownoramienny ABC. Krawedz AS jest wysoko$cia

ostrostupa oraz |AS| =8+210, |BS| =118, |CS| =131. Oblicz objetosé tego ostrostupa.

Rozw: V =1760+210. [MRV2012/5pkt]
Podstawg ostrostupa jest trojkat prostokatny ABC, w ktorym |AB|=a, |ZACB|:90°,
|LCAB| =a. Wszystkie krawedzie boczne tego ostrostupa sg nachylone do ptaszczyzny

podstawy pod katem o mierze 3. Wyznacz objetos¢ tego ostrostupa.
Rozw: V:2—14a3sin 20 -tgB. [MR/5pkt]

W ostrostupie ABCS podstawa ABC jest trojkatem réwnobocznym o boku dlugosci a. Krawedz
AS jest prostopadta do ptaszczyzny podstawy. Odleglos¢ wierzchotka A od $ciany BCS
a’d

4+/3a® —4d?

jest rowna d. Wyznacz objetos¢ tego ostrostupa. Rozw: V = . [MRV2013/4pkt]

Dhugosci wszystkich krawedzi ostrostupa prawidlowego czworokatnego prawidtowego sa réwne
a. Przez wierzcholek ostrostupa i $rodki dwoch sgsiednich krawedzi podstawy poprowadzono

ptaszczyzng. Wyznacz sinus kata nachylenia wyznaczonego przekroju do podstawy ostrostupa.

245

Rozw: sSina = e [MR/5pkt]
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18. Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny ABCDS o podstawie ABCD. W tréjkacie

rownoramiennym ASC stosunek dlugosci podstawy do dtugosci ramienia jest rowny

> 4482
|| ACS:|| — g Oblicz sinus kata nachylenia Sciany bocznej do plaszczyzny podstawy. Rozw: —;{1_ _
[MRV2011/6pkt]

19. Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny, w ktorym wszystkie krawedzie maja réwng dlugosé.

Zaznacz na rysunku kat utworzony przez dwie sgsiednie $ciany boczne tego ostrostupa 1 oblicz

cosinus tego kata. Rozw: —%. [MRI12009/4pkt]

20. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym krawedz podstawy ma dlugo$¢ 4, a wysokos¢

ostrostupa jest rowna 8. Wyznacz cosinus kata migdzy dwiema sgsiednimi $cianami bocznymi
tego ostrostupa. Rozw: —%. [MR/6pkt]

21. W prawidtowym ostrostupie czworokatnym o wysokos$ci dtugosci h kat pomiedzy sasiednimi
$cianami bocznymi ma miar¢ 2¢ . Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.
Rozw: V :§h3(tgza—1) [MR/5pkt]

22. Przekroj osiowy stozka jest trojkatem réwnobocznym, a jego przekrdj ptaszczyzng rownolegly

do plaszczyzny podstawy ma pole rowne 9z. Uzasadnij, ze objeto$¢ tego stozka jest wigksza

od 48. Wykonaj rysunek pomocniczy i zaznacz na nim przekrdj ptaszczyzna rownolegla do
podstawy. [MR/5pkt]
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IX. Kombinatoryka 1 rachunek prawdopodobienstwa.

1.

2.

10.

11.

12.

13.

n
Rozwigz réwnanie: [ J =n—-2. Rozw: 3. [MR/3pkt]

n-3

Na zakonczenie obozu wegdrownego kazdy uczestnikdw podarowal wszystkim obozowiczom swoje
zdjecie. W sumie podarowano 600 zdj¢¢. Ile osob byto na obozie? Rozw: 250s0b. [MR/4pkt]

Oblicz, ile jest liczb o$miocyfrowych, w zapisie ktorych nie wystepuje zero, natomiast wystepuja
dwie dwojki i trzy trojki. Rozw: 192 080. [MRV2011/4pki]

Oblicz, ile jest liczb naturalnych o$miocyfrowych takich, ze iloczyn cyfr w ich zapisie dziesigtnym
jestrowny 12. Rozw: 280. [MRV2012/4pkt]

Oblicz, ile jest liczb naturalnych szesciocyfrowych, w zapisie ktorych wystepuje doktadnie trzy razy
cyfra 0 1 doktadnie raz wystepuje cyfra 5. Rozw: 1920. [MRV2013/3pkt]

Oblicz, ile jest liczb naturalnych trzycyfrowych podzielnych przez 6 lub podzielnych przez 15.
Rozw: 180. [MRVI12012/3pkt]

Ile jest liczb naturalnych siedmiocyfrowych, ktorych suma cyfr jest rowna 4? Rozw: 84. [MR/5pkt]

Ile podzbioréw trzyelementowych ma zbior A, jesli wiadomo, ze zawiera on doktadnie 121
podzbioréw o najwyzej dwoch elementach. Rozw: 455. [MR/4pkt]

Doswiadczenie polega na dwukrotnym rzucie symetryczng kostka szeScienng, na $ciankach ktorej
znajduja si¢ cyfry 3,4, 5, 6,7, 8. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze suma oczek, uzyskana

z dwoch rzutdw, nie przekracza liczby 14. Rozw: % [MR / 3pkt]

Dziesie¢ 0s6b rozdzielono na druzyny po 5 0sdb. Oblicz prawdopodobienstwo, ze osoby A i B

beda w przeciwnych druzynach. Rozw: 3 [MR/4pkt]

Oblicz prawdopodobienstwo, ze w pigciu rzutach symetryczng sze$cienng kostkg do gry suma

uzyskanych liczb oczek bedzie rowna 8. Rozw: P(A)=§. [MR/5pkt]

5

Liczby 1,2,3,4,5,6,7,8 ustawiamy losowo w szeregu. Oblicz prawdopodobienstwo, ze
w tym ustawieniu suma kazdych dwoch sgsiednich liczb bedzie nieparzysta. Wynik podaj

w postaci utamka nieskracalnego. Rozw: 3—15 [MRVI1112010/4pkt]

Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w trzech rzutach symetryczng szescienng kostka do gry suma

kwadratow uzyskanych oczek bedzie podzielna przez 3. Rozw: % [MRV2010/4pkt]
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14. W klasie IIla jest 10 dziewczat i 15 chtopcow. Oblicz prawdopodobienstwo, ze w losowo

wybranej delegacji trzyosobowe;j tej klasy bedzie co najwyzej jedna dziewczyna. Rozw: %

[MR/5pki]

15.Ze zbioru liczb { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} losujemy jednocze$nie cztery liczby. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze najmniejsza wylosowang liczbg bedzie 3

lub najwickszg wylosowang liczbg bedzie 7. Rozw: % [MR/4pkt]

16. Ze zbioru Z={1, 2, 3, ...2n}, gdzie ne N, wylosowano dwie liczby. Zdarzenie A oznacza, ze

suma wylosowanych liczb jest liczbg parzysta. Oblicz, dla jakiej wartosci n prawdopodobienstwo

zdarzenia A jest rowne 1_51 Rozw: n=6. [MR / 5pkt]

17. Z urny, w ktorej znajduje si¢ n kul, w tym 5 biatych, losujemy dwie kule bez zwracania.

Wyznacz n, tak aby prawdopodobienstwo wylosowania dwoéch kul bialych bylo rowne %

Rozw: n=15. [MR/5pkt]

18. W urnie sa kule biate i trzy razy wiecej kul czarnych. Losujemy jednocze$nie dwie kule.
Wyznacz liczbe kul bialych w tej urnie, jesli wiadomo, ze prawdopodobienstwo wylosowania

pary kul tego samego koloru jest réwne % Rozw: 4. [MR/6pkt]

19. Ze zbioru liczb z = {1,2,3,...,41} wylosowano trzy liczby bez zwracania. Oblicz

prawdopodobienstwo, ze suma wylosowanych liczb jest liczbg parzysta. Rozw: 267 [MR/4pkt]

533
20. Rzucamy cztery razy symetryczng szeScienng kostkag do gry. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia polegajacego na tym, ze iloczyn liczb oczek otrzymanych we wszystkich czterech

rzutach bedzie rowny 60. Rozw: %. [MRV2013/4pkt]

1

21. Oblicz prawdopodobienstwo P(A'~B'), jesli P(A)= % P(B)= 7 i P(AnB)= 1

2

Rozw: é [MR12009/4pki]

22.A i B sgzdarzeniami losowymi zawartymi w przestrzeni {2 Wykaz, ze jezeli P(A)=0,9 i

P(B)=0,7 to P(Aﬁ B')S 0,3. (B'to zdarzenie przeciwne do zdarzenia B). [MRV2011/3pkt]
23. Zdarzenia losowe A, B sazawartew {2oraz P(ANB')=0,7 (4’ 0znaczazdarzenie przeciwne
do zdarzenia A, B’ oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia B ). Wykaz, ze P(A'~B)<0,3.
[MRV2012/3pkt]
24. Zdarzenia losowe A, B sa zawartew €2 oraz P(AnB')=011i P(ANB)=0,2. Wykaz, ze
P(ANB)<0,7 (4’ oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia A, B’oznacza zdarzenie
przeciwne do zdarzenia B). [MRVI12012/3pkt]
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